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The influence of short-range order on the residual resistivity of CugAu is investigated within a
formalism previously reported. As compared to analogous methods based on the Boltzmann equa-
tion, the scattering of electrons by three correlated impurity centers is included. The characteristic
numbers needed to describe the short-range order between the three centers can be determined
within narrow limits by probability theory, using measured values for the Cowly-parameters. The
change of restistivity due to the short-range order is found to be reasonably dealt with by includ-
ing the two-center correlation only. However, as is further shown, this correlation cannot be taken
into account correctly by the Boltzmann equation. For the electrical conductivity of alloys an ex-
pression is proposed which is to replace the familiar semiclassical result obtained from the Boltz-

mann equation.

Die Legierung CugAu besitzt unterhalb einer kri-
tischen Temperatur T, (ca. 400 °C) eine Uberstruk-
tur als stabile Phase, wobei die Goldatome die Eck-
punkte, die Kupferatome die flichenzentrierten
Punkte einer kubischen Elementarzelle besetzen.
Oberhalb T, sind die beiden Atomsorten unregel-
miBig auf die Gitterplitze verteilt. Die Uberstruktur
wird jedoch nicht vollstindig zerstort, sondern es
bleibt eine Nahordnung vorhanden, die sich iiber
ca. 10 Gitterplitze erstreckt und bei weiter anwach-
sender Temperatur mehr und mehr verschwindet.
Bei der Berechnung des Restwiderstandes wird im
folgenden allein derjenige Streumechanismus bertick-
sichtigt, der durch die, verglichen mit der Uberstruk-
tur, ,falsche“ Besetzung der Gitterplétze verursacht
wird. Experimentell 1at sich dieser Fall durch Ab-
schrecken von T>T, auf tiefe Temperaturen und
durch eine geeignete Vorbehandlung der Probe in
guter Naherung realisieren .

Theoretisch wurde dieses Problem vor einiger
Zeit von GiBsON? in der Naherung freier Elektro-
nen mittels der Boltzmannschen Transportgleichung
untersucht. Um die durch die Nahordnung verur-
sachte Widerstandsanderung zu berechnen, hat Gis-
SON den iiblichen3 kohidrenten Streuterm, der die
Interferenz zweier an verschiedenen Stérstellen ge-
streuter Wellen darstellt, in die Ubergangswahr-

A. C. Damask, Phys. Solids 1, 23 [1956].

J. B. GiBsoN, Phys. Solids 1, 27 [1956].

Wohl zuerst verwendet von L. NORDHEIM, Ann. Phys. Leip-
zig (5) 9, 607, 641 [1931].
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scheinlichkeit mitaufgenommen. Dieses Vorgehen ist
jedoch insofern problematisch, als nur die zwischen
zwei Storstellen vorhandene Korrelation erfalt wird
und die fir Nahordnungseffekte maoglicherweise
ebenso wichtigen Mehrfachstreuungen, an denen
drei oder mehr miteinander korrelierte Storstellen
beteiligt sind, vernachlassigt werden.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, den EinfluBl
der in der Boltzmann-Gleichung nicht erfafiten Streu-
prozesse auf den elektrischen Restwiderstand zu
untersuchen. Dabei greifen wir auf den frither ent-
wickelten Formalismus ¢ zuriick, in den (im Gegen-
satz zur Boltzmann-Gleichung) keine, auf Phasen-
mittelungen hinauslaufende Annahmen iber die
Storstellenverteilung eingehen. Um den Rechenauf-
wand nicht ins Uferlose wachsen zu lassen, beniitzen
wir das Modell freier Elektronen. Diese Naherung
mulf natiirlich mit Vorbehalt betrachtet werden. Bei
Li z.B. ist bekannt®, da} die Verwendung realisti-
scher Wellenfunktionen zur Bestimmung des elektri-
schen Widerstandes zu einem Ergebnis fiihrt, das
sich um eine GroBenordnung von dem mittels ebener
Wellen erhaltenen unterscheidet. Es kommt uns
jedoch in erster Linie auf die relative GroBenord-
nung der von den verschiedenen Streuprozessen
herriithrenden Beitrage zur elektrischen Leitfdhigkeit
an. Wir glauben, daf} diese Relativwerte, unabhan-

4 A. Raun, Z. Naturforsch. 24a, 170 [1969], im folgenden
als I zitiert.
5 H. Bross u. A. Horz, Z. Naturforsch. 20 a, 504 [1965].
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gig vom Modell, giiltige Schliisse auf den EinfluB
der Phasenkorrelation bei Mehrfachstreuung zulas-
sen.

Abschliefend geben wir eine Inhaltsiibersicht
tiber die folgenden Kapitel. In Kapitel 1 wird die
kristallographische Beschreibung der Nahordnung
von CugAu vorweggenommen. Es folgt in Kapitel 2
die Aufstellung der Grundgleichungen, der sich in
Kapitel 3 eine genauere Festlegung des Potentials
und der Propagatorfunktion anschliefit. Die detail-
lierte Berechnung der in den Grundgleichungen ge-
gebenen Ausdriicke erfolgt in Kapitel 4. In Kapi-
tel 5 werden numerische Ergebnisse zusammenge-
stellt und diskutiert.

1. Beschreibung der Nahordnung

Fiir die spater durchzufiihrenden Rechnungen be-
notigen wir die Besetzungskonfiguration von zwei
bzw. drei beliebig herausgegriffenen Gitterplitzen.
Wegen der Nahordnung werden diese einmal be-
vorzugt durch Cu, das andere Mal bevorzugt durch
Au-Atome besetzt sein, je nachdem in welchem Ab-
stand die Gitterpunkte zueinander liegen.

Wir definieren die GroBen

w (k) W (Rk:A

als Wahrscheinlichkeiten, an den Orten p; und p,
die Atome A, und A, bzw. an den Orten p,, p, und
ps die Atome A;, A, und Aj; anzutreffen. A; (i=
1,2, 3) kann ein A(Cu)- oder ein B(Au)-Atom sein.

Bei festgehaltener Ortskonfiguration (py, p»)
gibt es vier verschiedene Besetzungsmoglichkeiten
durch A- und B-Atome, entsprechend vier Wahr-
scheinlichkeiten w (§'%?) (s. erste Spalte von Tab. 1).
Diese lassen sich durch die Konzentrationen der
Legierungskomponenten mya, mg mit ma +mp=1
und einen nur von den Orten p; und p, abhéngigen
Parameter ausdriicken. Es ist iiblich, dazu die nach
CoWwLEY ¢ benannten Parameter a,,, zu verwenden,
die man wie folgt definieren kann

=1-Pii§ —Pgii, (1)

wobei P74, die bedingte Wahrscheinlichkeit dafiir
ist, am Ort 2 das Atom A, anzutreffen, wenn be-
kannt ist, dal am Ort 1 das Atom A vorliegt. Mit
Hilfe der Symmetriebeziehung w(R%:) =w(Rk?)
und den Normierungsbedingungen fiir die beding-

bzw.

6 J. M. CowLEY, J. Appl. Phys. 21, 24 [1950] u. Phys. Rev.
77, 669 [1950].
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ten Wahrscheinlichkeiten erhilt man die in Tab. 1
angegebenen Ergebnisse. Falls p, + p, ist, so gilt bei
fehlender Korrelation P}'3 =mp und P3i} =my,
also a;,,=0.

Konﬁgur. D (}91 pz) (pl pg)
P1 P2 A As A As

A A my Piiy ma(ma + mpoy,2)
A B m, Pl =ma Piik mamp(l — oy,2)
B A my Pgi=m, Pz mamp(l — oy,2)
B B my P3i3 mp(mp + max,2)

Tab. 1. Wahrscheinlichkeiten fiir die Besetzungskonfiguratio-
nen von zwei Gitterpunkten und ihr Zusammenhang mit den
bedingten Wahrscheinlichkeiten PAi%, bzw. den Nah-
ordnungsparametern ay, s .

Zu W (RR:R3) gibt es bei festgehaltener Ortskon-
figuration acht verschiedene Besetzungsmoglichkei-
ten (s. zweite Spalte von Tab. 2), deren zugehorige
Wabhrscheinlichkeiten mit Wy, W, bis Wg durch-
numeriert werden. Fir die W; gelten die in der
dritten Spalte von Tab. 2 angegebenen Beziehungen,
die es gestatten, alle W; mit i+ 1 rekursiv aus W,
und den Wahrscheinlichkeiten w (R3:) bzw. (s. dritte
Spalte von Tab. 1) den Konzentrationen m,, mg
und den Cowley-Parametern a; , zu berechnen.
Auflerdem fithren die Beziehungen der Tab. 2 zu-
sammen mit der Forderung, daf} alle W; positiv
definit sein miissen, zu einschrénkenden Bedingun-
gen an den Wertebereich von W; und damit aller

W; (vgl. Tab. 3).

Konfigur.

i op P2 3 Wi(p1. p2, pa3) W grers:
1 A A A W1 md

2 A A B WetW=w (ﬁl P2 mim,
3 A B A WatWi=uw ({}j ) mim,
4 A B B WatWe=uwBB) mm
5 B A A WetWi=w (ff ) mimy
6 B A B WerTa=w(B®P) mom
7 B B A Wi+Ws=uw (gﬂ 1?) mamd
8 B B B Wet+Wi=w(f) m

Tab. 2. Beziehungen zwischen den Wahrscheinlichkeiten Wi

und den bekannten Parametern w. Bei fehlender Nahordnung

lassen sich die Groflen W; entsprechend der 4. Spalte durch
die Konzentration m y und mp ausdriicken.
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V2/a | Rz| V2/a| Rs| y2/a|R2— R3] Bereich fiir /1 =16 W;  Intervallmitte W1 Bereich fir s = 16 Ws
1 1 1 5,088 < W1 = 5,632 5,360 0=Ws=0,544
1 1 V2 6,102 =< W1 = 6,646 6,374 0= Ws=0,544
1 1 V3 5,571 < W1 =.6,115 5,843 0= Ws <0544
1 V2 V3 6,585 < 1 = 7,129 6,857 0= Ws=0544
1 V3 V3 6,054 < W1 = 6,598 6,326 0= Ws=0,544
V2 V3 V3 6,585 = W1 = 7,612 7,0985 0= Wws=1,027
V3 V3 V3 6,054 = W1 = 7,801 6,5675 0= Ws= 1,027
1 1 V4 5,829 = W1 = 6,373 6,101 0= Ws=0,544
1 V3 V4 6,312 = W1 = 6,856 6,584 0=Ws=0,544
V2 V2 V4 7,116 < W1 < 8,401 7,7585 0<Ws=1,285
V3 V3 V4 6,312 < W1 = 7,339 6,8255 0 =< Ws=1,027
V4 V4 V4 6,570 = W1 = 7,855 7,2125 0= Wws=1.285

Tab. 3. Zuldssiger Wertebereich von W;=W (4 i ) und von Wg=W (3 3 &) fiir die Legierung CusAu bei T=405 °C. Die

Intervallgrenzen sind durch die Wahrscheinlichkeiten w eindeutig festgelegt. w wurde aus MeBwerten ¢ fiir a;, x geméB den

in Tab.1 angegebenen Beziehungen berechnet. Der Koordinatenursprung ist in den Gitterpunkt p, gelegt. « ist die Gitter-
konstante.

Mit W,(py, pss p3) kommen neue Parameter in
die Theorie, iiber die bisher keine experimentellen
Daten vorliegen. Eine theoretische Berechnung ist
allein schon deshalb schwierig, weil die Wechselwir-
kungen zwischen den Gitterplatzen nicht bekannt
sind. Insbesondere steht nicht von vornherein fest,
ob neben den Zwei-Gitterpunktwechselwirkungen
auch solche zwischen drei und mehr Gitterpunkten
beriicksichtigt werden miissen. Fiir den Spezialfall
einer bindren 50%-Legierung und unter der An-
nahme, dal nur Wechselwirkungen zwischen einer
geraden Anzahl von Gitterpldtzen auftreten, hat
CLaPr 7 gezeigt, dall die Wahrscheinlichkeiten W;
exakt durch die Cowley-Parameter ausgedriickt wer-
den kénnen. Um im vorliegenden Fall den Einfluf}
der Dreigitterpunktskorrelation auf den Restwider-
stand abzuschdtzen, werden wir W, fiir jede Ab-
standskonfiguration jeweils durch den Mittelwert

des zulédssigen Intervalls festlegen (vgl. 5. Spalte von
Tab. 3).

a) (f(pl 5 p2) >unkorr.
b)  (f(p1,ps) )k

Im folgenden wird der Leitfahigkeitstensor durch
Funktionen f(py,ps) und F(py,ps,p3) ausge-
driickt werden, die auBBer vom Ortsvektor Rp; auch
noch von der Atomart, mit der die Gitterpldtze be-
setzt sind, abhiangen. Wir werden diese Funktionen
durch folgende Erwartungswerte ersetzen

(fp1sp2) ) = 2 w(RE) f(Ag, Ay),

1 As

(F(p1>p2;p3) ) = ; y(ﬁﬂﬁiﬁ:) F(Ay, Az, Ag). (2)
Um den durch die Nahordnung verursachten Effekt
untersuchen zu konnen, spalten wir die oben defi-
nierten Erwartungswerte in einen unkorrelierten
und einen korrelierten Summanden auf, wobei der
unkorrelierte Summand durch den Erwartungswert
bei fehlender Nahordnung (a;, ;=0 fiir i+£) ge-
geben ist. Mit Hilfe der dritten Spalte von Tab. 1
und der letzten Spalte von Tab. 2 ergibt sich

=m3 f(A,A) +mymg (f(A,B) +/(B,A)) +m%f(B,B);
=my mp ap,p, (f(A,A) —f(A,B) —f(B, A) +/(B,B)); (3)

c) (F(p1,>p2sps) )0 —m% F(A,A,A) + mamp [my F(A,A,B) +my F(A,B,A) +mys F(B,A,A)
+mgF(A,B,B) +mgF(B,A,B) +mpF(B,B,A)]+m% F(B,B,B);

d) (F(p1,p2sP3) >k0”'

7 PH. CLAPP, Phys. Rev. 164, 1018 [1967].

= (F(pl,ngps) > — <F(P1,P2,p3) )unkorr. .
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2. Ausgangsgleichungen zur Berechnung
des elektrischen Widerstandes

In der Einelektronenndherung lautet der Hamil-
ton-Operator fiir eine binare Legierung

2
He P2+ SV (r—Rp) + SVu(r—R,).
" : )

Dabei bedeutet p,, den Impulsoperator; V4 und Vp
bzw. R,, und R, die Potentiale bzw. Gitterpunkts-
vektoren eines A- und B-Atoms. Vom Potential laf3t
sich ein gitterperiodischer Anteil abspalten. Es er-
gibt sich 8

H=p&/2m+W(r) +U(r) (5)

mit

wr) =2 (maVi(r—R,)) +mpVp(r—R,))

Y4
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und

U(r) = %C,,(VA\(I'—R,,) —Vg(r—R,)),

wobei C,, gegeben ist durch

C / mpg falls am Ort R, ein A-Atom, (6)
P\ —m, falls am Ort R, ein B-Atom.

Im hier angegebenen Potential wurde vernachlis-
sigt, da} die Ortsvektoren R, , infolge der verschie-
denen Ionenradien von Cu und Au, von den Punkt-
lagen des idealen Gitters geringfiigig abweichen.
Ebenfalls blieb eine schwache, zusitzliche Ortsab-
hdngigkeit der Funktionen V5 (r) bzw. Vg(r), die
den Einflul der jeweils verschiedenen Umgebung
eines Atoms widerspiegelt, unberiicksichtigt. Die
einzelnen Ionen denken wir uns — wie beim Wig-
ner-Seitz-Modell — auflerhalb des Atompolyeders
vollstandig abgeschirmt. Schliellich werden wir als
Eigenfunktionen von H, ndherungsweise ebene Wel-
len verwenden (vgl. Einleitung).

Zur Bestimmung des Leitfahigkeitstensors o;; greifen wir auf 1 zuriick. Aus den Gleichungen

— (37). (39) und (20) — entnehmen wir

oo

a h3 2 Lol S -
= = \ aé 0 (E) dE, 0(E) = — ;‘; (Re Kiit — K (7)
R
mit
4 1 5
a) Kg_diag:?% Dy (E) ki k;,
b) Ki* nang= - S DEDEkikf 5 (S b (kK E) 5y, (I, k' E)
- l’ k+k V' Do.Ds <
= ’ + L = ~ , 8
+23 0, (e K5 B) SIETED | 6, O Ky B) Dy, (E) iy Oy, K5 E) i
7’24‘[’3 1 -
+ Terme hoherer Ordnung bez. ¢ >
g 1 o
a) K1'j diag = 4 %‘ }Dk (E)]' ki kj
i 1 19 y . ry ’
b) Kij ndiag — v k;Sk' TDk;' } Dk’i2 ki kj V2 <[’S].)' t,,(k, k ) tp’ (k ) k) (9)
+ > ] ; t:,/(k, k,) Dk‘;p"(kl,k') + konj. kompl.

»pFp”

+ Terme hoherer Ordnung bez. ¢ /-

Dabei ist Dy (E) ein Diagonalmatrixelement (Quasi-
teilchenpropagator) der Resolvente (E +i-0o—H) ™1
Es beschreibt die Bewegung eines, durch den Quasi-
impuls & Kk charakterisierten Elektrons zwischen

§ Siehe z. B. E. VERBOVEN, Physica 26, 1011 [1960].

ky=k
t;(k/, k) kz[kiﬂa

\

zwei Streuungen. i, ist die renormierte Streumatrix
zum Potential

Up(r_Rp) :Cp(VA(r~ Rp) = I/B(r_Rp)) g
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Die in (9b) stehenden Ausdriicke beschreiben
Streuprozesse eines Quasiteilchens, da jeweils das
Produkt einer Streuamplitude mit einer konjugiert
komplexen Streuamplitude auftritt. Der erste Term
stellt im Wesentlichen die Interferenz zweier, an den
Storstellen p bzw. p” einfach gestreuter Wellen dar,
wiahrend der zweite Term die Interferenz einer ein-
fach gestreuten mit einer zweifach gestreuten Welle
beinhaltet. Dagegen beriicksichtigen die Terme von
(8b) den EinfluB} der durch die StoBe verursachten
Energieunscharfe. Es 148t sich leicht abschatzen, dafl
dieser Effekt im Vergleich zu dem Beitrag (9b)
vernachlassigt werden kann. Man beachte dazu, daf}
die ,,k-Summe“ in (9b) bzw. (8b) nach Durch-
fiihrung der Winkelintegration die Struktur

~Jak[Duf(h) baw. Jy=J Ak DEj(R

0
besitzt. Eine genauere Analyse ? zeigt, dafl der Quo-
tient J,/J; von der GroBenordnung »/kg ist, wobei
kg der Wellenvektor zur Energie £ und % der Ima-
ginirteil der Polstelle £p von Dy (E) ist. Im numeri-
schen Teil wird sich #/kg =~ 3-1073 ergeben.

Obwohl der Ausdruck (8a) von entsprechender
Struktur wie der Term (8b) ist, darf er nicht ver-
nachlédssigt werden, weil er mit wachsendem % diver-
giert (Dy ist fiir groBe k proportional 1/£2). Die fiir
den Leitfahigkeitstensor benotigte Kombination (7),
[Re Kif ™ qiag —Kif ~ aiag] bleibt jedoch endlich.

Die Terme (9b) werden jetzt noch etwas umge-
formt. Zundchst separieren wir in der Streumatrix

t, die explizite Ortsabhidngigkeit gemafl

1,06, ') = exp{ —i(k — k') Ry} 7, (I, k)

ab. 7, beschreibt die Streuung am Potential
Up(r) =Cp[Va(r) —Vg(r)].

Ferner werden die Produkte der 7,-Funktionen, die
von den Zufallsvariablen C, [vgl. (6)] abhéngen,
durch die Mittelwerte gemafl (2) bzw. (3) ersetzt.
Dies wird durch spitze Klammern gekennzeichnet.
Beriicksichtigt man die Invarianz der Wahrschein-
lichkeiten w und W gegeniiber kubischen Transfor-
mationen und legt den Koordinatenursprung jeweils
in den Gitterpunkt p, , so erhélt man

N d; T
V3 ls:;zk' [ Du? | Du

(10)

kk—f

y2

KE - ndiag =

9 A. RauH, Dissertation, Universitit Miinchen 1968, An-
hang III (kiinftig mit D zitiert).
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(S, (kK)T, (K.K)) expli(k—k)R,}
D

R (R ’
SIS R T e 5, (6,1
2T D3 K1
exp{ —i(k—k,) R,}-exp{ —i(k,—K') R,,}

+ hohere Terme > . (L1}

+konj. kompl.}
Dabei sind die in (9b) geforderten Summations-
beschriankungen durch einen Strich am Summations-
zeichen angedeutet. Da die Reihendarstellung (10)
konvergiert und da wir uns des Aufwandes wegen
auf solche Streuprozesse beschrianken wollen, an
denen bis zu drei Storstellen beteiligt sind, werden
wir nur die in (10) explizit angegebenen Terme
untersuchen. Dabei ist es zweckmiBig, gewisse Fall-
untersuchungen beziiglich der gegenseitigen Lage der
Storstellen einzufithren. Zur besseren Ubersicht stel-
len wir die verschiedenen Moglichkeiten graphisch
dar. Die beiden interferierenden Streuwellen bilden
wir durch zwei untereinander gezeichnete Linien ab,
den Ort einer Storstelle durch einen auf der betref-
fenden Linie markierten Punkt. Ferner werden iden-
tische Storstellen durch eine gestrichelte Linie, zwei
korrelierte Storstellen p; und p,, die notwendig im
Nahordnungsbereich | R, — R, |<s liegen miissen,
durch eine Schlangenlinie gekennzeichnet. Es ergeben
sich die in Abb. 1 dargestellten Konstellationen fiir
die in (11) enthaltenen Streuprozesse. In Abb. 1A

Py —g—
A B H (o
° re
P
P e e —,——— —Q—
D E F
_.p_.ﬁ- ——— —0—0— —Q,\—,\p— —W—
2 3

e AP ..

Abb. 1. Interferenzterme, die die Streuung eines Elektrons an
zwel bzw. drei Storstellen beschreiben. Die Prozesse D bis O
werden von der Boltzmann-Gleichung nicht erfaf3t.

ist ein Interferenzterm mit zwei verschiedenen, un-
korrelierten (| R,— R, |>s) Storstellen dargestellt.
Abbildung 1B zeigt eine inkohérente Streuung, da
die Storstellen der miteinander interferierenden
Wellen identisch sind. In Abb. 1 C interferieren zwei
Streuwellen miteinander, die von verschiedenen,
korrelierten Storstellen herriihren. Die Streuprozesse
1A bis 10 entsprechen, formal gesehen, einer Klas-
seneinteilung der Stérstellenmengen {p;, px} bzw.
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{pi: prs P} wobei i, k, I von 1 bis N lduft. Bei-
spielsweise ist im Ausdruck der zum Streuungspro-
zefl 1M gehort, iiber die Untermenge

pzp {I}|Rp‘ “Rp.[ =8 ]Rp.—Rpal = 35iRm
—RII:!>3}

zu summieren. Im folgenden werden wir aus den
Streutermen IA bis 10 die fiir unsere Untersuchun-
gen wesentlichen Beitridge auswahlen. Zunachst ver-
nachldssigen wir die zu 1M bis 10 gehorenden Pro-
zesse, da die entsprechenden Storstellenmengen klein
sind im Vergleich zu den bei 1L auftretenden Ter-
men. Ferner setzen wir voraus, daf} die Streumatrix
7(k, k') nur von den Betrigen der Vektoren k und
k' abhiingt. Physikalisch ist diese Annahme neben-
sichlich, da die zur Beschreibung der Phasenkorre-
lation wesentliche Winkelabhéngigkeit durch die
Transformation (10) bereits abgespalten wurde. In
den Ausdriicken mit identischen Storstellen sind die
Winkelintegrationen bez. k und k” vom Typus

[d24dQy kK exp{ik'R,} =0.

Die Beitrage von 1B und von 1E bis 1H verschwin-

den also identisch. Der Ausdruck zum Streuprozefl
1J 1aBt sich durch Vertauschen k<— Kk’ und

ZusammengefaBt lauten die weiter zu untersuchenden Terme aus (9b),
, 0) herriihrende Beitrag zum Tensor Kjj ~

zeB 1X (X=A,B,

. k.k, <1p1 (kg k,) T;,. (k,, k) >unk01‘]‘.

A.RAUH

R,,<— —R,, in den Abb. 1I entsprechenden Term
iberfiihren. Wenn man zunichst nur den von den
Storstellen abhdngenden Faktor betrachtet, erhilt
man

igp{{Rm—Rm]>s5 | Rops |2 83 ) {255, YO

‘exp{ —i(k—k;) Ry} exp{ —i(k,—K) R,}.

(12)

Der Mittelwert von 7,, hingt nicht mehr vom Orts-

vektor R,, ab, da (7,) =my s + mp 7p gilt. Mit der

Variablensubstitution R,,=R,, + R,, erhédlt man

deshalb, wenn man anschlieBend zur alten Bezeich-
nungsweise zuriickkehrt

2('711 ik exp{—z(k1 k') Ry}
) Z (1171 ‘(P:)ko" exp{ - l’(k— k’) RP:} C
p:(¥p1)
Dabei haben wir die Bedingung (in den neuen
Variablen |R,,+R,,|>s vernachlissigt, da hier-
durch nur relativ wenige Summanden beriihrt wer-
den. Nach einer entsprechenden Substitution erhalt
man fiir den storstellenabhéngigen Anteil von 1K

<7;> ZGXP{—i(k—k’) Rm} Z<7p=07p.>
| R pg|>s P2(F0)
exp{ —i(k;—K') R,,} .

(13)

korr.
(14)

wenn der vom Streupro-
ndiag mit K $}X> bezeichnet wird

> exp{i(k—K') R,};

P

k- k z r,,, (k,K') 75, (K, k) Ysorr exp{i(k— k') Ry,};

Dy, (7, (K, K) 7,, (F, k&y) 75, (Fey , F)) vnkorr-

> exp{ —i(k—k;) R,,} exp{ —i(k,— k') Ry} +konj. kompl.;

2<1p(k17k)>

(15)

~K) Ry} 3 (o (B, ) (0, Rey) Y4 exp{ — (e — k) Ry} +kong. kompl.;
p:F0

(1, (k,K))

YBXP{ —i(k—K') Rpa} Z (tp-o(le, Tey) 75, Ky, K') )5 exp{ —i(key — K') Rp,} +konj. kompl.;

6;; N 1
K%A) 3] V & Z’—ré
6 i N
kgo =% s Lipgn,
_0; N 1
(1D) — 4 2 2 .2
K 3 Ve I/o|Dk‘ le kk Z v
¥ Ps
| 61 N 2 ’ ’ 1
K= 3] Vk IDk2|D,,, kk > > D,
. €ex —_
IRD:[>3 p{ l
, 0;; N "
KR =<' Z,,/MDkl‘“Dy k'3 S Bk
|RPII
d;; N 1
an  _ i 2 Do Rl kS
KU 3 th V‘)‘Dk] ‘Dk k-k 4‘:‘ y Dy

v <7z‘u (k, k') 7, (K, Ky) 15 (K4, k) korr. CXP{ —i(k—ky) Rp.} 'GXP{ —i(k,— k)R

P:¥ps

s -+ konj. kompl.
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Wir vergleichen nun die in (15) angegebenen Bei-
trage zum Leitfahigkeitstensor mit den in der Boltz-
mann-Gleichung erfallten Streuprozessen. Es kommt
uns dabei lediglich auf die Struktur der einzelnen
Ausdriicke, nicht auf die Art der Naherung an, in
welcher der Quasiteilchenpropagator Dy (E) oder die
Streumatrix ¢, (k, k’) berechnet sind.

In der Boltzmann-Gleichung ist die Information
iiber die Streuung der Elektronen nur in der Uber-
gangswahrscheinlichkeit W (k,k’) enthalten. (Die
dhnliche Bezeichnung fiir die Wahrscheinlichkeiten
W; aus Kapitel 2 bzw. fiir die Ubergangswahrschein-
lichkeit W (k, k') diirfte keine Verwirrung stiften.)
Zur Berechnung des Restwiderstandes von Legie-
rungen wurde W (k, k') von GiBSON 2 und anderen
(vgl. Einleitung)

Wi k) ~ 3 (5 (6, k) 1y (ke K))

angesetzt, wobei die spitzen Klammern die Mitte-
lung iiber die Legierungskonfiguration gemi For-
mel (2) bedeuten. In diesem Ansatz sind neben dem
inkohirenten Streuterm 1B (R, =R,’) auch die bei-
den kohirenten Prozesse 1A (|R,—R, |>s) und
1C (0+|R,—R,’|<s) beriicksichtigt. Die Vertei-
lungsfunktion @;(k), die aus der Boltzmann-Glei-
chung zu berechnen ist, enthilt jedoch nicht nur die
in W(k,Kk’) erfaBten Strukturen, sondern, da sie
Lésung einer Integralgleichung darstellt, alle hohe-
ren Streuprozesse, die sich aus den Basistermen 1A
bis 1C durch ,,Hintereinanderschalten“ ergeben. Um
dies mathematisch zu zeigen, verwenden wir Ergeb-

nisse aus Teil I, Kap. 4. Dort wurde die Relation
[vgl. (1,54) und (1,45)]

¢](k) =const<k,~+ g 1}2‘ ID," (E”2 kj’S(k, k’)>

(16)
angegeben, wobei die Funktion S(k, k') durch die
Integralgleichung

Sk, k) = W(k, k)

+g%immumwmﬂh£)(m

definiert war, mit W proportional W (k, k’). Die in
S(k, k') und somit in ®D;(k) beriicksichtigten Streu-
prozesse erhilt man durch iterative Losung der
Integralgleichung (17). In nullter Ndherung ergibt
sich

So(k, k') =W (k,K') ~ pzp,(t;, (k. K) ty (K, K)),
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d. h. die Basisprozesse. Beim nichsten Iterations-
schritt kommt ein Ausdruck proportional

S DS 45 (e Ke) o (e Key))

W V2 0.2
./2th%ﬂhj»
»p
hinzu, der sich aus den in Abb. 2 skizzierten Streu-
prozessen zusammensetzt. Die weiteren Terme be-
schreiben Streuung an 6, 8 usw. Storstellen. Man
! ' o

+ i + + +

1 H 1
—e—e— ——o— —a—b— ———

.:z:.zz:’zz:.zj:

Abb. 2. In der Boltzmann-Gleichung enthaltene Streuprozesse,
an denen vier Storstellen beteiligt sind.

stellt fest, daB die Interferenzterme mit drei Stor-
stellen (vgl. Abb. 1D bis 10) in der Boltzmann-
Gleichung nicht erfafit sind. Ferner fehlen zu den
Streuprozessen der Abb. 2 Interferenzterme dersel-
ben Ordnung, jedoch mit drei bzw. vier miteinander
korrelierten Storstellen, z.B. die in Abb. 3 darge-
stellten Prozesse.

& I

Abb. 3. Streuprozesse mit drei bzw. vier miteinander
korrelierten Storstellen.

Auf Grund der obigen Analyse erheben sich zwei
Fragen, die moglichst durch explizite Berechnung
der Ausdriicke (15) beantwortet werden sollen.
Zunichst interessiert, ob die Streuprozesse 1D bis
10 einen, im Vergleich zu den in der Boltzmann-
Gleichung enthaltenen Termen 1A bis 1C, wesent-
lichen Beitrag zum Nahordnungseffekt des Rest-
widerstandes liefern. Ferner mochte man gerne wis-
sen, ob die Vernachldssigung der zwischen mehr als
zwei Storstellen auftretenden Korrelation schwer-
wiegend ist. Durch Vergleich des Beitrags von 1L
mit den Beitrdgen 1I, 1J und 1K hoffen wir, die
zweite Frage zu beantworten.

3. Streupotential und Propagator

Zur Berechnung der Ausdriicke (15) (ausgenom-
men K{410) muB die Streumatrix 7, (k, k') auch
auflerhalb der Energieschale bekannt sein. Um die
Integrationen elementar durchfilhren zu koénnen,
verschaffen wir uns auf folgende Weise ein separab-
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les Potential. Wir gehen aus von dem Kastenpoten-
tial
- _ /vg=const fir r <,
(18)
Fiir ein Matrixelement erhilt man dann
s It ({k—k'[rsl
(=K' 7"
(19)

wobei I3 eine Bessel-Funktion ist. Wenn ¢ den Win-
kel zwischen k und K’ bezeichnet, so kann die Funk-
tion Iy ((k—K'|rs)/(|(k—K |r;); nach Gegen-
bauer-Polynomen C? (cos ¢), »=0,1,2... entwik-
kelt werden 10. Bricht man nach den Polynomen null-
ter Ordnung ab, so erhilt man folgenden separablen
Ausdruck, den wir in Zukunft verwenden wollen

Mrs) 1% (k/ rs)

(k|Ur) | K'Y =47Vnr[2vyrs

PN o B8 )
(k|U(r)| K'Y =6a%r3v, Fro (K r) .(20)
Aus der Integralgleichung
., (k,K) =Cp(k| UM |K')

(21)

+ g; C,(k|U(r)|Ky) Dy, vy (ky, )

kann jetzt die Streumatrix 7, (k, k") sofort berechnet
werden zu

C,(k| U)K

= 1=GyS (V) D, Uy [U () ey )

1, (k, k)

Im Propagator Dy (E) = (E—¢, —Gx (E)) ' kann
die Energieverschiebung G (E) durch

O(E) =3 Shlk:E)  (23)
b4

ersetzt werden, da die vernachldssigten Terme fiir
E =C von der GroBenordnung AL/ sind % In die-
ser Naherung hingt Dy (E) nur noch vom Betrag k
des Vektors Kk ab. Als Funktion der komplexen
Variablen % ist D;(E) analytisch und verschwindet
fiir sehr grofle & mindestens von der Ordnung 1/k2.
Bei komplexer Integration beziiglich £ werden wir
aus physikalischen Griinden nur die beiden in der
Nihe der Fermi-Kante (E={) liegenden Pole be-
riicksichtigen: diese erhélt man durch Auflésen der
transzendenten Gleichung

(24)

1
E— Ehe+Aky — G("E)+Ak5 =0.

10 1. S. GRADSHTEYN u. I. M. RyzHik, Table of Integrals
Series and Products, Academic Press, New York 1965.

A. RAUH

Es ergibt sich in der Naherung Akg/kp <1
Akg = — (m/h? kg) G (E)

m Ljtgr)l s Gy
h? kg (kErs)3 V ? l—CpL

(25)

= 2 3
= —6m%vyrs

mit B g; Dy, (k| U(F) | Ky) .

4. Weitere Umformung der Ausgangs-
gleichungen

Der Leitfahigkeitstensor kann wegen des Ver-
laufs der Fermischen Verteilungsfunktion in sehr
guter Nidherung durch die spektrale Leitfahigkeit
0;;(E=C) ersetzt werden [vgl. (7)]. Demzufolge
sind kiinftig alle Grofen an der Stelle E={ zu
nehmen.

Zunichst wird die komplexe Zahl L = L +iL"” und
die Dissipationskonstante »=1Im 4k aus Gl. (25)
berechnet. Wie im Anhang mittels Residuenmethode
gezeigt wird, erhalt man (/, sind Bessel-Funktionen)

L' = (vo/0) (B ly (kere) I_g(kers) +1]

“[1+0(dk:[k:)]
L' = —$ali (k) [1+0(dk:/ke)] .
# kann jetzt aus (25) ermittelt werden, wenn die
Beziehung

[ Cv \_ _Ceu

\N1-C,L/ ™1 _Ceul
beachtet wird. Mit den im néachsten Kapitel ange-
gebenen Daten fir CusAu ergibt sich fir »r; ein
numerischer Wert von = 0,0046. Hieraus und aus
(25) folgt weiter

! Ak;/k: ‘%%/k;%?) & 10_3.

Dies bedeutet, dafl CusAu und vergleichbare Legie-
rungen, hinsichtlich der im Propagator bzw. der
Streumatrix zu berticksichtigenden Selbstenergie-
effekte, als Systeme geringer Storstellendichte ange-
sehen werden diirfen. Wir werden nun der Reihe
nach die einzelnen Beitrage zum Leitfdhigkeitstensor
berechnen.

a) Die Terme (8a) und (9a) sind, da sie von
der Storstellenkonfiguration unabhingig sind, als
Beitrag der inkohdrenten Streuung zu betrachten.
Wegen (7) lautet der entsprechende Ausdruck fiir

Ojj

(26)

s ot 0;; A3 e? 1
oratteent _ _ DL LS 2 (Re DY (0)
3 am*lV %

—|De (D) P). (27)
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Da | dk;[k:| <1 ist, darf die ,,k“-Summe in (27)
in der gleichen Ndherung wie in Teil I berechnet
werden [vgl. I, Diskussion zu (50), ferner (I,45)].
Man erhalt

ogypkonirent _ 5. (2 k2/6 a2k x) [1 + O (Ak;/k:) ]

(28)

B) In den kohirenten Interferenztermen K%
und K} sind die Storstellen unkorreliert. Die Mit-
telwerte iiber die Produkte der Streumatrizen 7,
hingen deshalb nicht vom Ort R, der Storstellen ab.
In K%A) bleibt als Gittersumme

z exp{l(k_ k,) Rﬂ} ’
p

in Kﬁ,l-D) der Ausdruck
Sexp{—i(k-k,) R, —i(k,—

p¥p

K)R,},

die beide eine translationsinvariante Storstellenver-
teilung vortduschen. Der Einflul der beiden Streu-
prozesse auf den Restwiderstand sollte deshalb ver-
nachldssigbar sein (ein exaktes Verschwinden darf
nicht erwartet werden, da der Propagator D), weiter-
hin ein dissipatives System beschreibt). Eine ge-
nauere Abschitzung, in der sich die Bedingungen
k<K bzw. k+k,, k,+=K als wesentlich heraus-
stellen, wurde vom Verfasser® in D, Anhang V
durchgefiihrt. Es ergibt sich, dal der Beitrag von
K{* um einen Faktor 1075, der von K\ um den
Faktor 1078 kleiner ist als omk"hare“".

y) Der erste koharente Term mit merklichem
Beitrag stammt von den Streuprozessen der Abb. 1C.
Der entsprechende Ausdruck K i lautet nach Durch-
fiihrung der Winkelintegrationen beziiglich k und k’
(da die k-Werte beliebig dicht liegen, ist die Be-
schrinkung k=K', wenn nur iiber endlich viele
Storstellen summiert wird, ohne Wirkung)

Sdkk:;[D;“QSdk k/3\D] ‘2
; o (29)

* ’ ’ Orr. 18 (k Rp) I% (k RP)
2T (6 ) 7k, K) )* VER, VKR,

Fithrt man anstelle der Streumatrizen 7, die expli-
ziten Ausdriicke (22) und (20) ein, so ergibt sich

0y

(1C)
RARETPESE

;.
(10) _ u 2
Ki; 32n 5 n(6 7% rd vy) pquo
CO \korr. (30)

\a-ama—crn/ @
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wobei J(R,) gegeben ist durch
o I3 (krg) I3 (ER))
e 3 |2 2% ¢ M st 1A
](Rp)—gdkk | Dy | (kr)3 VER, (31)

In der Naherung | Ak:/k;| <1 kann die Funktion
[Dk(:)| im Integranden von (31) durch den Aus-
druck (m/h>k:)2 (/)0 (k—k:) ersetzt werden [vgl.
I, Gl. (45)]. Man erhalt

_aom P Ger Iy (iR,
ko =3 ) VR

Ak
[1 +0( e )} 5
SchlieBlich ergibt sich fiir K(lc), wenn (32) und

der korrelierte Mittelwert gemal (3b) eingesetzt
wird:

(32)

2
K9O _ s, — Kmeamay (33)
| m, s
;ﬁ;:\ L ‘1‘+’n€2 [ 20l @) ciai
Dabei ist
3 (v m?
K=gm 7:) Wil 5 13 (kery)  (34)

und j; eine Sommerfeld-Funktion. Weiter ist z;=
k¢ R;, wobei der Index i die Abstandsschalen
(a/l/2) (V1, V2, ..., Vi, ...) des kubisch flichen-
zentrierten Gitters durdmumeriert; ¢; ist die An-
zahl kubisch dquivalenter Gitterpunkte und «a ; der
Nahordnungsparameter fiir zwei im Nullpunkt bzw.

auf der i. Schale befindliche Storstellen.

0) Wir berechnen nun die Terme und
K %K), die die Interferenz der einfach gestreuten mit
zweifach gestreuten Wellen darstellen. In beiden

Termen tritt eine Storstellensumme vom Typ >
ps|>-5‘

| R
exp{—lep}mltb k,—k bzw. b=k—k’ auf.

Wir zerlegen sie in Summen vom Typus 2 — 2. Die
PR, <s
erste Summe fithrt aus den gleichen Griinden wie

bei K}*) zu einem vernachlissigbaren Beitrag. Es ist

also nur der Ausdrud{ Z zu berticksichtigen. Um

die in den Cleldlungen fur und K9%) auf-
tretenden Summationen iiber k, k' und k, auszu-
fiihren, verwenden wir die aus den Gln. (22) und
(20) resultierenden, expliziten Ausdriicke fiir die
Streumatrizen 7,. Es zeigt sich, da} die einzelnen
»k“-Summen sowohl fiir K}}HU) wie fiir Kﬁ}K) von

gleicher Struktur sind. Die K;-Summe, die wir mit

75 Uy w
Q(R,) = ’E‘k(lr‘—;s—) (35)

1I+1J
ng,' +17)

K(1I+1J)

S‘* exp{ —ik; R,} Dy,
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abkiirzen wollen, wird im Anhang berechnet. Die
Winkelintegrationen beziiglich k und k" sind von
der Form

](RIHRIJ') = ' d-(-)k d-Qk’k'k,
-exp{ —i K (R, -
—(27)3 kK

R,)}exp{ikR,}
(36)
I (kR)) I (k"Bﬂ‘Rp':)
VER,VE |R,— R, |
Dabei bedeutet (R,; R,—R,) den Winkel zwi-
schen den Vektoren R, und R, — R . Die restlichen

f(k) und

‘cos?(R,; R,—R,)

Integrationen sind vom Typ fdk]D, |

konnen, da |Dj 2 naherungswelse proportional
einer Delta-Funktion ist, unmittelbar berechnet wer-
den. Dabei reproduzieren sich die in Gl. (36) auf-
tretenden Funktionen, wobei lediglich k und k" durch
k: zu ersetzen sind. Bevor wir das Endresultat an-

A. RAUH

13 (k: Rp)
kR,
Im Falle 0+ R, + R, formen wir wie folgt um

Iy (k| RIIV_RIIV )

J(Bp, Ry =0) g je = (27)3 k2 - (37)

cos?(R,; R,—R,)

Vi:|R, Ry | (38)
1§ (k:RJ_R,’)
= kk; ‘ Rbl——Rh»I‘) (k: Rp—k: RP'COS ﬂ(Rp; R[))) A

Den Quotienten auf der rechten Seite von Gl. (38)
ersetzen wir nun entsprechend der Separationsnihe-
rung von (18) und (19) durch einen winkelunab-
hiangigen Ausdruck. Da die iibrigen Faktoren in
K{ 1) und K(,-}K) nur noch von den Betrdgen der
Vektoren R, und R, abhéngen, verschwindet, wenn
tber R, und R, summiert wird, der Kosinus-Term
in (38) wegen der kubischen Symmetrie. Es ergibt
sich niherungsweise im Fall 0 +p’ +p

|
1 (k Rp RI’ ) cos?(R,; R,—R))

geben, gehen wir noch etwas naher auf die Winkel- Vk:|R,— Ry | (39)
abhédngigkeit bez. R, und R, des Ausdrucks (36) 3 [aly (k:R,)) Iy (k:R,)
ein. Fir R, =0 erhélt man =~ I/ 2 Vk-R, (k:R,)""
Das Endergebnis lautet:
(1+17) __ (10) < Ji(k:R,) ] / Co \ .
a) K — K49 1272 yy 13 Q(O) + ,'_(g? ») 3 kR, |\1-CyL/ +konj. kompl. ,
1K) __ s [a Yo / Co \
b) K¢} ,]K9] 3 i Gker) SR (0 ) -
) ]3 \ korr.
> e\{p{l k: R" ; ki Ry) Co C" ) + konj. kompl.

7)’4#'0 k, R[:
¢) Mit analogen Methoden wie im vorigen Ab-

schnitt ergibt sich fiir den Ausdruck Kﬁ}l‘) , der die

Streuung an drei miteinander korrelierten Storstellen

beschreibt.

12 Yo e (k rs)

K;'}L) - 61} K A o (Dlu - I)Im) (4‘1)
mit
(I)Rv = z cos ¥ (Rp; R]r)
rEY
~cos (k- R,— R, ) “
*0S Cr n ' | |
S D . ‘ R]) o R[,’

: jl (k, Rp) j1 (k: R[,') /F> ]I{{Oerr' .
(I)Im = Z Ccos O(Rp; Rp')

rEY

* sin (k: . R,, = R,,' )

a
R,-R,
* jy (ks Ry) jy (ks Ry) (FY¥R™
CoC, Cy

wmd = H e -G L€ L)

(A.R,,)’/ W1 ~Cy L) {1 ~Cp L)¥

5. Numerische Ergebnisse und Diskussion

Aus der Arbeit von GiBsON? entnehmen wir
folgende Daten fiir CugAu: Fermi-Energie -
10,6610~ 2 erg, Gitterkonstante a = 3,72 A, Poten-
tialstirke vg=Vo,—Vau=2,45-10"2erg, k:r,=
1,92 und Konzentrationen mc,=3/4 bzw. my, =
1/4. Fiir die Nahordnungsparameter @, ; verwenden
wir Werte, die von COWLEY S aus rontgenographi-
schen MeBwerten fiir die ersten zehn Abstandsscha-
len und drei verschiedene Nahordnungsphasen
(Temperatur vor dem Abschrecken 7 =405 “C bzw.
460 °C bzw. T =550 °C) berechnet wurden. Diese
Zahlenwerte fiir ag ; sind in der Arbeit von GIB-
SON? nochmals zusammengestellt. Die numerischen
Resultate geben wir fiir den Restwiderstand an,
wobei wir die Abkiirzungen o, fiir (ginkehirent)—
o™ fiir den die Streuprozesse 1X enthaltenden
Gesamtwiderstand und Ao = p1X)—p, verwen-



QUANTENTHEORIE DES ELEKTRISCHEN RESTWIDERSTANDES. II. 1869
Temperatur 405°C 460°C 550°C
Zahl der beriicksichtigten
Schalen 3 4 10 3 4 10 3 4 10
A91°/ 0o ~ Ao/oo 0,148 0,130 0,139 0.134 0,122 0,122 0,112 0,102 0,102
Ao/oo (Boltzmann-Gl.2) 0,177 0,167 0,127

Tab. 4. Berechnete Werte fiir den Nahordnungseffekt bei CuzAu. 40 bedeutet die durch Nahordnung bedingte Widerstands-
dnderung.

den. Es ergibt sich
09~ 4,2:1076 2 cm
(gemessen ! wurde 0y =9,6-10"%0Q cm).

(42)

Die berechneten Werte fiir die durch die Streupro-
zesse 1C verursachte, relative Anderung 4919 /g,
sind in der 3. Zeile von Tab.4 zusammengefal3t.
Man sieht, dafl geringe Abweichungen auftreten,
wenn anstelle von 10 nur 4 Abstandsschalen bei der
Summation iiber die Ortsvektoren R, mitgenommen
werden. Die Beitrige der Prozesse 11, 1], 1K und
1L berechnen wir fiir die Nahordnung bei T =
405 °C unter Beriicksichtigung von 4 Schalen. Fer-
ner werden die fiir die Auswertung von (F)kor
[Gl. (41)] benotigten Wahrscheinlichkeiten gemif
Tab. 3 durch die Intervallmittelpunkte des zuldssigen
Wertebereichs ersetzt. Man erhalt

Ap(HUI+1K) 0,055 A(1C) (43)
Aoy ~ — 0,088 4010, (44)

Die in der Boltzmann-Gleichung nicht vorhandenen
Interferenzterme mit 3 Storstellen bringen also im
Vergleich zum Streuprozel 1C insgesamt nur einen

und

Effekt von —3%. Ferner ist bemerkenswert, dafl die
miteinander konkurrierenden Prozesse 1L bzw.
1I+1J + 1K die gleiche Grolenordnung aufweisen
und einander entgegenwirken. In diesem Fall darf
also die Drei-Storstellen-Korrelation nicht gegen-
iiber der nur 2 Storstellen berithrenden Korrelation
vernachlassigt werden. Eine entsprechende Situa-
tion ist auch bei Streuprozessen hoherer Ordnung,
an denen, neben anderen, vier oder mehr miteinan-
der korrelierte Storstellen beteiligt sein konnen,
denkbar. Es ist deshalb nicht berechtigt, zumindest
solange nicht durch konkrete — sicherlich sehr um-
fangreiche — Rechnungen das Gegenteil nachgewie-
sen ist, die Zwei-Storstellen-Korrelation allein in
beliebig hoher Ordnung mitzunehmen, wie dies
z. B. bei der Methode der Boltzmann-Gleichung (vgl.
Abb. 2) der Fall ist. Hieraus folgt, daf} zur Berech-
nung des Restwiderstandes von Legierungen nur
die von der inkohdrenten Streuung herrithrenden
Terme (8a) und (9a) sowie die Streuprozesse 1C
untersucht zu werden brauchen. Der entsprechende
Ausdruck fiir den Leitfdhigkeitstensor lautet in all-
gemeiner Form
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gegebenenfalls hat man noch die Geschwindigkeits- gen — freie Elektronen, separables Potential —

komponenten % k;/m durch (1/h) (gradx &x); zu er-
setzen. Da | Dy ({) |2 in den meisten Fillen proportio-
nal der Delta-Funktion 6 (e, —{) gesetzt werden
darf, bedeutet der Ausdruck (45), der quanten-
mechanisch begriindet wurde, eine Vereinfachung
gegeniiber der Methode der Boltzmann-Gleichung.
AbschlieBend versuchen wir, die berechneten Zah-
lenwerte fiir die relative Widerstandsanderung
Ao/oy mit dem Experiment zu vergleichen. Wegen
der im Laufe der Rechnungen gemachten Naherun-

erwarten wir bestenfalls eine grolenordnungsmafige
Ubereinstimmung. Fiir den Vergleich verwenden
wir eine von DAMASk! erhaltene MeBkurve, in
der die relative Widerstandsianderung 4o’/o(T.) =
[1/0(T:)1(e(Te) —o(T)) gegen die Abschreckungs-
temperatur T aufgetragen ist. (Man beachte, daf}
hier — anders als in der vorliegenden Arbeit —
Ao" auf o(T.), den Widerstand bei optimaler Nah-
ordnung, bezogen ist.) Die gemessene Kurve fiir
A0"Jo(T,) fillt zunichst mit wachsendem T mono-



1870

ton ab. Wenn man die Temperaturabhingigkeit der
Cowly-Parameter beriicksichtigt, findet man densel-
ben Gang sowohl bei unseren (vgl. Tab. 4) als auch
bei den von GiBsON durchgefiihrten theoretischen
Untersuchungen. Abweichend von den theoretischen
Ergebnissen nehmen jedoch die Werte von Ao’ fiir
T =480 °C wieder zu. Der Kurvenknick liegt nahe
demjenigen Temperaturgebiet, in dem, wegen zu
hoher Abschrecktemperaturen (das Abschrecken er-
folgte im Experiment auf die Temperatur von fliissi-
gem Stickstoff) und dadurch in der Probe hervor-
gerufener Schdden, keine reproduzierbaren MeB-
ergebnisse erhalten werden konnten. Nach DaMASK
wird das Abbiegen der Kurve nicht durch Nahord-
nungseffekte verursacht. Da die theoretische Unter-
suchung nur fiir die Temperaturen T =405 °C,
460 °C und 550 °C durchgefiihrt wurden, fiir die
Nahordnungsparameter zur Verfiigung standen, da
aber andererseits der Fall T =550 “C experimentell
nicht erreicht wird, kommt fiir einen Vergleich von
Theorie und Experiment lediglich der Quotient D =
1/0 (0 (T =405°) —0(T =460°)) in Betracht. Es
ergibt sich, wenn 0, im Nenner von D auf den theo-
retisch erhaltenen Wert bezogen wird, Dgemessen =
9-1073, wihrend die von uns bzw. die mit der
Methode der Boltzmann-Gleichung? erhaltenen Er-
gebnisse zu D =1,7-1072 bzw. Dgojtyn. = 1072 fiih-

remn.

Herrn Professor Dr. H. BROSs mochte ich sowohl fiir
die Anregung zu dieser Untersuchung als auch fiir die
vielen kldrenden Diskussionen herzlich danken. Fiir die
Durchfiihrung einiger umfangreicher numerischer Rech-
nungen spreche ich Frl. A. ZINNER meinen Dank aus.

Anhang
Wir berechnen den Ausdruck
1 . / 32 (kys)
- _ . 17s)
Q(x) > exp{ —ik;x} Dy, (kyre)® (1)

fiir die beiden Falle x =0 und x> 2 ry. Mit der Kon-
stanten L besteht die Verkniipfung

L=6a%rdv,Q(0). (2)
1.Fall z=0

In der Néherung von Kap. 3 héangt D, nur vom
Betrag des Vektors k, ab. Da der Integrand eine
gerade Funktion von £, ist, gilt somit

1 1 "xdk s
Q(O] = (2 1)2 7’3’ \ I’ D;\. Ig (krs). (3)
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Eine zunichst triviale Umformung liefert weiter
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wobei P Hauptwert bedeutet. Im Integranden (%)
dricken wir nun eine Bessel-Funktion durch die
Hankel-Funktionen 1. und 2. Art aus:

Is2 =} (Hs +Hih).
Wegen der Parititseigenschaft 10
Hi (67 2) =€ Hi (2) (3)

kann der Term H$) im Integranden durch die Sub-
stitution k——% in den Term H%l/’z tibergefiihrt
werden. Man erhalt

1 1 'xdk
0O = 55 P\ Dl B (k.

2=n
o (6)

Der Integrationsweg kann jetzt iiber die obere Halb-
ebene geschlossen werden (vgl. Abb. 4). Das Inte-
gral in (6) ist gleich dem 27i Residuum (k=

Abb. 4. Integrationsweg zur Berechnung von Q(0).
Kpy ist eine Polstelle des Propagators Dy .

kpo;)) minus dem Beitrag vom kleinen Halbbogen.

Man erhilt in der Naherung | Ak:/k; | < 1
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Der Integrationsweg kann unmittelbar tber die

obere Halbebene geschlossen werden. Man erhalt fir
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